iz DA CORUNA o=,

= - 3 4 = T~ |
s omprenta y Fotograbade de Ferrer - Real, 61, -

1903







ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA RECTILINEA







(L. 208 O

ELEMENTOS

TRIGONOMETRIA RECTILINEA

POR ;
D. Victorino Miguel Marino Ortega

Oticial de Infanteria

o Ve

LA CORUNA
IMPRENTA ¥ FOTOGRABADO DE FERRER
CALLE REAL, NUMERO 61

1908







Dedicadn af ifustre matemdtico

D. Valentin Morén







TRIGONOMETRIA RECTILINEA

LECCION 1.»

Definicion y eoncepto de la Trigonometria

1. La Trigonometria es la ciencia que tiene por objeto la resolucién numérica de
los tridangulos rectilineos 6 esféricos; en el primer caso se llama rectilinea y en el se-
gundo esférica.

2. Sabido es que los elementos de un tridngulo son seis, y y que para resolverlo,
es necesario conocer tres de ellos, asi como que entre los elementos conocidos, figure
siempre un lado por lo menos; pues cuando entran solo angulos en los datos; resulta el
problema indeterminado; asf como también cuando se conocen solo los tres lados, deben
cumplir con las condiciones de que un lado cualguiera, sea menor que la suma y mayor
que la diferencia de los otros dos condiciones que quedan satisfechas con la de que, &/
mayor de los tres lados sea menor que la suma de los otros dos.




e
3. En Geometria, tomdbamos por valor del dngulo, el arco comprendido entre
sus lados y descripto desde el vértice como centro con un radio cualquiera. En Trigo-
nometrfa reemplazamos este valor por magnitudes rectilineas, que guardan entre si y con
los arcos, ciertas relaciones, llamadas lineas trigonométricas, cuyo estudio y el de su
aplicacién 4 laresolucién de los tridngulos, constituird el concepto de la Trigonometria.
4. Sistema de ejes coordenados—Se llama asf, 4 un sistema de dos rectas que se
y cortan, formando un éngulo cualquiera, recto, agudo u
obtuso; en el primer caso, se llama el sistema rectangu-
lar, y en los demas oblicuo. -
Ordenada de un punto sobre un eje, es la perpen-
X' L 1% clicu.lar bajnda desde el punto al eje; y abscisa de él, es
0 P la distancia que hay desde el punto donde se cortan los
ejes hasta el pie de la ordenada. A la ordenada y abs- ot
cisa de un punto se las llama coordenadas del punto.
Supongamos una circunferencia (figura 1.3) y en ella
A dos didmetros perpendiculares; la ordenada del punto
(it 2.8) sobre el eje X X' (que para abreviar se llama eje de
las X), serd m p, y la obscisa es o . El punto ¢ es el origen de las coordenadas.
Generalmente se cuentan las obscisas sobre el eje de las X, 6 sobre sus paralelas
y las ordenadas sobre el eje de las Y 6 sobre paralelas 4 €l
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5. Sienos de las coordenadas.—Se consideran abscisas positivas, las contadas del
origen ¢ hacia la derecha, y negativas 4 la izquierda.
Las ordenadas son positivas del origen hacia arriba y negativas del origen hacia
abajo. En general podremos decir, que toda magnitud rectilinea que se encuentre por
e encima del eje de las X, es positiva; y serd negativa, si estd por debajo del referido eje.
Signos de los arcos,
6. Se considera como origen de los arcos el punto X, y son positivos los contados
en la direccién XY X' Y/, (fig. 1.3), y negativos los contados en la opuesta.
- Lineas trigonométricas.
7. Las principales lineas trigonométricas son las siguientes:
Seno.— Se entiende por seno de un arco, 4 la relacién que existe entre la ordenada
de un punto tomado sobre la recta 6 lado que engendra el angulo, y el radio, siendo
mp __mp

este radio la distancia de aquel punto al origen: Asf, pues, sen. o = :
0 Mm

=y

Resulta que el seno de un arco podremos definirlo diciendo, que es la perpendicular
bajada desde uno de los extremos del arco, hasta su encuentro con el radio que pasa
por el otro extremo.

Suponemos que el radio es igual 4 la unidad, puesto que es arbitrario y puede
tener cualquier valor; ademds, bajo esta base estdn calculadas las tablas de logaritmos
trigonométricas.
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8. Signo del seno—De lo dicho en el pdrrafo 5, se deduce que el seno serd
positivo si el dngulo termina en el 1.0 6 2.° cuadrante, y serd negativo si termina en
el 3.96 4.0,
9. Vartacion del seno.—Supongamos que el dngulo sea cero; en este supuesto,
2 Q L2
la ordenada es m p = 0; el radio es 1, luego sen. 0 = il
Si el dngulo empieza 4 aumentar, aumentard la ordenada, y cuando aquel se haga

; L . . : 1
igual 4 9o°, ésta se hace igual radio, de donde resulta sen. oo — — — 1.

—

- " ¢ 0
De goo d 1809, el seno disminuye, hasta tomar el valor S50,

De 1800 a 2700 sigue disminuyendo hasta tomar el valor ST e

Al pasar el dngulo de 2709, el seno empieza 4 aumentar hasta que llega 4 360°
en que toma el mismo valor que cuando el dngulo era igual 4 0; luego sen. 3600 — o.

Si el dngulo siguiera aumentando, el seno volveria 4 pasar por los mismos esta-
dos de magnitud, y por lo tanto, que podriamos definir el seno diciendo: que es una
Jraceion periodica cuyo periodo es 2 %, es decir, la circunferencia.
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10, Para terminar el estudio de esta linea, supongamos una circunferencia (figu-
ra 2.2) y en ella un arco cualquiera x #. Tracemos el seno y prolonguemos hasta #z’

Y
m
= 0 2
|
|

m
{'
(Figura =.1)

Segun sabemos por Geometria el didmetro X X’ di-
vide d la cuerda m ' y al arco me X »', en dos partes

- s 1

iguales; luego podremos escribir 7 p = — m m, y
r I r ]

A G — —m X ' vy como # p es el seno del arco m X,

y éste es mitad del m X 2, podriamos definir el seno
diciendo gue es la mitad de la cuerda que subliende el
arce doble.

Esta propiedad, es de tal importancia, que nos
permite calcular directamente los senos de todos los

dngulos, cuyo arco medida sea alguno de los subtendidos por lados de poligono

regular,

Por iiltimo, diremos que de las consideraciones expuestas en el num. g, se deduce
que esta linea trigonométrica no puede tener un valor cualquiera, siendo su mayor va-
lor la unidad, y el menor menos la unidad.

11. Coseno.—(Figura 1.%) Se entiende por coseno de un dngulo, la relacién
que existe entre la abscisa de un punto tomado sobre la recta 6 lado que engendra el

Biblioteca de Galicia




e
; - ; 0 0
angulo y el radio de aquel punto al origen, Asf, pues, cos, x= AT R 0 p.

; 5 o W I
Luego podremos decir, que el coseno de un arco, es la distancia del origen al pie del
seno.

12, + Signo.—De lo dicho en el nim. 5, se deduce, que si el dngulo termina en -~

el 1.9 6 4.0 cuadrante, el coseno serd positivo; y en el 2.9 y 3.0, negativo.

13. Variacion.—Si el angulo fuera cero, el coseno serfa, cos. 0 — ==

Si aumenta el angulo hasta 9oo, el cos. disminuye hasta 0; es decir que cos. go° =

-
(¢
= —=0
I
Si continiia aumentando el dngulo, el coseno sigue disminuyendo, hasta que
cuando el dngulo vale 1809 que el coseno se hace igual 4 — 1, pues cos. 180° = e
— 1 et ; :
e s L Desde 180° 4 2700, el coseno vuelve 4 aumentar hasta hacerse igual

a cero.

Llega el dngulo & 3600 y toma el coseno el mismo valor que para ot = o; luego
cos. 3600 = 1.

Luego esta linea trigonométrica varfa también entre -1 y — 1, lo mismo que el
seno.
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14. Tangente.—Se llama tangente, 4 la relacion que existe entre la ordenada de
un punto, tomado sobre la recta 6 lado que engendra el dngulo y la abscisa del mismo

punto.
, y mp E :
Asi pues, (fie. 3.2) tag. & = — pero por un punto X de una curva, siempre
L] o =] (]p
Y se puede trazar una tangente, y trazando la X' se
™ forma el tridngulo X ' o, semejante al 0 p (por el
X
= " X "
teorema de Tahles) luego £ x "y como et
(457
' X

= tag. o se verifica igualmente que fag, oc = i
o

1
m' X . 5 . :
=== X# que traducida al lenguaje nos dice:

La tangente trigonométrica, es la pavie de langente

v geométrica trazada por uno de los extremos del arco,
(Figura 3) hasta sw encuentro con el radio que pasa por él otro
extremo.

15. Sizgno—El signo depende del que tengan la ordenada y abscisa; de modo que
si las dos son positivas 6 negativas, la tangente sera positiva: y si una de aquellas es
negativa, la tangente lo serd igualmente: y en general podemos decir, que si la tan-
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gente estd por encima del eje de las X serd positiva, y si estd por debajo, serd
negativa.

16. Variacion.—Supongamos que el dangulo sea cero; en este caso la ordenada,

T ; 0
es cero, y la obscisa igual al radio: luego tag, 0 = — =o.
. I

Si el dngulo aumentara hasta go° serfa tag. 9002? = co, lo cual no podia
menos de suceder, puesto que la tangente en uno de los extremos de un arco de go° es
paralela al radio que pasa por el otro extremo, luego estas dos rectas se encontraran
en el infinito, -

Si el dngulo sigue aumentando, cuando llegue 4 valer 180° la tangente serd

; 0

tag. ISOU —”-:'—I' = 0.

De 180° & 270° sigue disminuyendo, y cuando el angulo tiene el valor de 2700 la ‘.

—1

tangente serd tag. 2700 — -

_— 0,
De 270° 4 360° empieza 4 aumentar desde — oo 4 0, que tomara este iiltimo
valor cuando el angulo sea igual 4 3600,
De lo dicho se infiere, que esta linea trigonométrica puede tener un valor cual-
quiera, puesto que varia entre --oo0 y —oco.
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17.  Cotangente.—LEs la inversa y del mismo signo que la tang.; luego cot. ox =
0X
m' X

v pero si por el punto Y trazamos una tangente Y #/, se formard el tridngulo

oX o im N Y

m’ Y o semejante al X o' por ser equidngulos luego —— — — =
J P 9 g / e Yo I

= Yy y

o X 4 e g ;
COMO —5 = cot. o resulta igualmente cot. o = ' Y+ es decir, que podremos definir

m X
la cotangente diciendo, que es la tangente del dngulo complementario.
18.  Szgno—El signo de esta linea es el mismo que corresponda 4 la tangente.
19. Variacion.—Si examinamos los valores de la abscisa y ordenada, con arreglo
4 los que tenga el dngulo, deduciremos que esta linea tomard valores inversos 4 los de

; et 1
la tangente en casos andlogos; luego podremos escribir cot, 0 = o = % cot. go° =

I I I
=—=0w Cot, 1809 = — oo~ COt, 2700 = — =0 + COt, 3600 = — — oo,
oo o0 0

Luego esta linea puede tener también cualquier valor.
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LECCION 2.a

Funciones complementarias y suplementarias

= : : =1
20. Dos dngulos+ o v + oo’ son complementarios, cuando su suma es igual 4 —.
g = 2

Si uno de los dngulos es positive y menoy que 9o° el complementario también serd
positivo. y menor que god.

En efecto; (+ ot) 4 (£ o&’) = %ﬂ' despejando de esta igualdad los valores de + o

y + o'» el cdlculo siguiente evidencia la proposicién, asf como también gue si el én-
gulo dado, es negativo, el complemento tiene que ser necesariamente positive, se verifican

las siguientes limitaciones:
f T T
:\ oL : gtjn__l_ = ? —(—E— ‘J}: == or == [JOSIT.]VO.

—!—|I‘:—L—‘ —(j: Cr,‘} ':{_:“bD.

{ ’0:“/“: 900.—|—cr.'=+:—(—{~ c:)=—:-—a:=negativo‘
\ 2 2
o =0 —(to’)| <O }':-r” o=t =2 oL = positiv
_ur__—z——li;-hﬁ) o << ua{).:.—|—u: _—2-_{——0:)— = - oc = positivo,




Grificamente podemos comprobar estos resultados. (Fig. 4.)

Supongamos primero un angulo X ¢ m positivo y menor que goo,

' Y El complemento de dicho dngulo sera— — X o —
2
" r | v 2 7
=(Xom~+moY)—X om=moYr que como ve-
MOeS €s positivo y menor que goo,
Si el dngulo fuera mayor que 9o°. y positivo, tal
x- (=] B, 8, ]

] LS 4 - 2 - ;
como X ¢ #' su complemento serfa — — X 0 ' =
=XoY —(XoY+ Yom)=XoY —XoY —

m” — Yom' = — Y om’ que es negativo.
Y Por iltimo si el dngulo es negativo, ya sea mayor 6
(Figura 4.4) menor que 9o° el complemento es positivo: Sea el 4n-

15 ’ i T > F fi4
gulo — X 072" su complemento serd —— (— Xom'') = — - X o m”" valor positivo;
2

lqi =

como no podia menos de suceder; luego vemos que estd de acuerdo con el caleulo
algebrdico.
21. Supongamos ahora dos angulos complementarios, tales como X o m y w20 Y,




gh for

trazando los senos y cosenos, se observa en la (Figura 52), quem p = p' oy
Y. 0 p = p m por segmentos de paralelas, comprendidos

/' m entre paralelas, que traducidas al lenguaje nos dicen, gue

7 » el seno del uno, es igual al cosene del complemento, 7

rectprocanenie.

X X Proposicion andloga podriamos establecer para las tan-
A

¢ p gentes y cotangentes.
22, Supongamos dos
dngulos que se diferen-

cien en m» tales como
los o y o’ (Figura 6.8)

Y
(Figura 5.4]

Tenemos que trazando los senos se forman los
tridngulos m2 0 p y m' p' 0 que son iguales por ser
rectangulos y tener la hipptenusa y un angulo agudo
iguales; de donde se deduce que los catetos son dos
d dos igunales; pero el m p, estd por encima del gje de
las X'y el »' " por debajo luego el 1.9 es positivo y
el 2.9 negativo; idéntica propiedad tienen los coseno
opyop luego concluiremos diciendo, que los senos y

ia

Y

(Figura 6.0)

"

m

cosenos de dos dangulos cuya




= e
diferencia es m; son iguales, pero de signos contrarios; en cuanto d las tangentes serfan
Y iguales en magnitud y signo.
m 23. Dos angulos son suplementarios, cuando la
suma es igual 4 . Talessonlos X o m y m 0 X' (Fi-

gura 7.2), Trazando los senos, cosenos y tangentes
de estos angulos, se observa, que los senos m p y

X ' p son iguales y del mismo signo, lo primero por
partes de paralelas, v lo segundo por estar por en-
cima del eje de las X. ’

En cuanto 4 los cosenos y tangentes son también

igeales, pero los signos son contrarios.

Figura 7.4




LECCION 3.

Formulas Trigonomeétricas 4

Supongamos un angulo cualquiera X o m’ (Fig. 8.2) que para mayor facilidad

Sen, @ —
llamaremos a » tendremos elevando al cua-
Cos.a=gp
senfa = m 2{' : AT
g o Sumando miembro & miembro, y ob-
{

drado ”
COS.“ @ = g p*

servando que el segundo miembro de la suma seria igual
al cuadrado del radio, se tiene sen.2 2 - cos.2a — m Prfop=
=0 =1* =1 que es la 1.& férmula trigonométrica,
sen. 2 @ — 1-— cos. *

; / {
De esta [6rmula se deduce; ;

a|
A, 2 | de
Cos. " a=IL=2sen, “ a |

e _ a = LT A s 1o 4 - o
—+ V1 —cosZan | La 1.2 de estas nos da el valor del seno en funcién

+ V1 —senZan

_» del coseno; y la 2.2 el coseno en funcién del
SENno.




p

e Sen. @ .
Si dividimos el valor del seno por el del coseno tendremos = C AR Ui

COS. @ A7

2 = ; A A ' X
como los tridngulos g o 7 y X O ' son semejantes, podremos escrlblr-—?:——‘&,—
0/ 02

; sen. a m' X X
sustituyendo resulta e =

oS, a B
gente en funcion del seno y coseno.

= tag. a que nos da el valor dela tan-

o % R e i 3 - =l COS, @
Si la division la hubiéramos hecho en orden mverso, deduciriamos — cof. @
SEen. a

El producto de la tangente por la cotangente del mismo dngulo es igual 4 la unidad;
SEn. 2, CoS. @

en efecto, tag. @ X cot. a=—— % —— = T como producto de dos fracciones
1 H8 X cos. a 28 sen. a p

inversas.
I
cot. a

Si dividimos por cot. @ resulta tag, 2 = y despejando igualmente el valor

- I i
de la cot. a se tiene cot, @ = formulas que nos dan el valor de la tangente en
ag

g.
funcién de la cotangente y reciprocamente.

% o sen
Sien la formula tag. @ —=

a i
sustituimos el sen. a por su valor, tendremos,
@




= e

\ I—¢0s.5g

tag. a=— " y si en la misma férmula sustituimos el valor del cos. a resulta
COS. a
sen. a o Yoy

tag. a=— ————— las cuales nos dan el valor de la tangente en funcién del coseno

Vi—sen? a
o en funcién del seno,
Haciendo las mismas sustituciones en la formula de la contangente, tendremos

COSs. @ I 2
e e Vi sen. “a

V 1—cos.2a sen. a

cot.a =

25. Con las férmulas halladas, se pueden siempre hallar las lineas trigonométricas
cuando se conozca una de ellas.
Supongamos que se conoce el seno, y se quieren hallar el coseno, la tangente y la
cotangente.
Sea por ejemplo sen. a = %
/ Vi

cos.a=\V1—%?% ftag. a= ﬁ- cot. a = -
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LECCION 4.p

Valor del seno y eoseno de Ia suma y de la diferencin de dos arcos.

Supongamos (lt)b arcos N m y m m' (figura 9.2) que para abreviar llamaremos
a y b; trazando los senos y cosenos de estos arcos

X om asi como el seno y coseno del X #, suma de los d:l—
dos, resulta segun la figura.
sen. ¢ = m p Ahora bien; el tridngulo o ¢ #
cos.a =0 p es semejante al o m p, pues
. sen, b= m' ¢ | la resta ¢ » la trazamos para-
cos. 6 =u0¢ [ lela & p resultando de esla
sen. (@ b)=m'p | semejanza las dos propor-
cos. (e b)=w0p' | ciones siguientes:
v 0c¢ o 0 ¢ A _
L7, L . —_ — —— ysiporel punto
(Figura gt ¢ " 1 f? a m o f’

¢ trazemos la ¢ »’ paralela 4 ¢ X, resulta el triangulo m' %' ¢, semejante al m o p pues




22V e

son equiangulos por tener los lados del uno perpendiculares respectivamente 4 les del
ofro; esta nueva semejante da otras dos proporciones, que son:

wme _ om o m' e
e mp 0P R
Si en las proporciones anteriores sustituimos los valores que da la figura, ten- _p
dremos;
cos. & I cos. b a sen. & 1 Jal Sxisend
cn . sem.a I  cos. a Ac  sen a cos.a  m' w
igualando en todas ellas el producto de extremos con el de medios resulta ¢ # — cos. &.
SCN. @ %= COS. 4. COS. 0. % ¢=sen. a, sen. b, m' #' — cos. a sen. &. b
Pero de la figura se deduce, sen. (a~+b)=mp =mn 4+ P=wm'n-cn
sustituyendo los valores hallados resulta por ultimo
sen (@ &) = w'n' - ¢ n=cos. a sen. b - cos. & sen. @ = sen. a cos. & -+ sen. & cos. a ‘
Del mismo modo cos, b

(@+0)=0p'=o0n—p n—0n—n'c=cos.acos.b—sen. asensd
Estas férmulas nos dan el seno y €l coseno de la suma de dos
el seno y el coseno de cada uno de ellos,

Para obtener el

arcos, cuando se conocen

seno y el coseno de la diferencia, basta hacer en las férmulas
anteriores & — — /by resultan las siguientes:
sen. (@ — &) = sen. a cos. & — sen. b cos. a
CoS. (@ — b) = cos. a cos. b - sen. a sen. &




o

e
Hemos supuesto que la suma de los arcos es menor que un cuadrante: pero la

demostracion es tan general que se verifica en todos los casos.

LECGION b s

Valor del seno y coseno del doble y de In mitad de un areo

27. Vamos a determinar primero el valor del seno y coseno del doble de un arco

‘|f .
en funcion del coseno y seno de éste.
En efecto; si en las {6rmulas sen. (@ 1+ &) = sen. @« cos. &6 | sen. b cos. a y
cos. (@ 4 &) = cos. @ cos. & — sen. a sen b, cambiamos b por a, resultan sen. 2 a —=

= SEn. @ €0S. @ —- Sen. @ €os. @ = 2 Sen. & COS. &, COS. 2 @ — COS. @ COS. 4 — Sen. & =

—sen ¢’ = cos*a — sen. % a.

La 1.2 nos dice que el seno del doble de un arco, es igual al doble del producto del
seno por el coseno del mismo.

La 2.2 nos dice gue el cosene del doble de wn arco, es igual al cuadrado del coseno,

menos el cuadrade del seno,
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La férmula hallada anteriormente para el coseno del doble, viene en funcidn del
coseno y seno del arco; y para obtenerla solo en funcién de uno de estos elementos,
sustituyamos en ella en lugar del cos. 2 @ y sen.  a sus valores, con lo cual aquella se
convierte en ;

COS. 2 @ = cos.* @ — sen. 24 i _"Hen “)_L'e”“a"_ Lo=asen g
f 0s.2a - (1 - cos.2@)=cos®a - 1 +-cos.?a=2cos.? @--1
que deben traducirse en lenguaje como las anteriores. Claro es que en la practica em-
plearemos siempre la f6rmula correspondiente con arreglo a los elementos conocidos.
28. Siquisiéramos obtenerel seno y eosenode 3 a, procederfamos del siguiente modo:
Haciendo & = 2 2 en sen. (a - b) y cos. (@ + &), tendremos por las transforma-

ciones sencillas que indica el siguiente cdlculo. -

sen. (@ &) — sen. @ cos. b | sen. & cos. a '1
b=za J
=sen.a (I —2sen.?g) - 2sen. a¢os. @ cos. a =sen. g — 2 send a - 2 sen.acosta —

€N, 3 &= Sen.a'cos. 2 & | sen. 2 4 cos. @ =

=sen.a— 2senfq —J— 2 sen. a(1—sen? g)=sen. 2 —2senfa-| 2sena — 2senfo=
= 3sen.a —4senfa. «La que nos dice, que el seno del triplo de un arco, es igual al
triplo del seno menos el cuadruplo del cubo del seno del mismo arco.»

Para el cos. 3 a partiremos de la férmula cos. (@ -+ &) = cos. @ eos. b —
— Sen. ¢ sen. &)
haciendoﬁ:za" COS. 3 @ = COS. @ COS. 2 @ — SEN. @ SeN. 2.4 = C0S. a (2 cos*a — 1) —




o7
— sen. a(2sen. @ cos, a) = 2 cos®a—Ccos.a— 2 sen g cos. @ = 2.cos.® @ — cos. a —
__2cos. a1 —cos? a)=2 cos.a—cos.a—2cos.a--2cos’a= 4cos3a— 3co0s.a
que también puede traducirse en lenguaje.

2g. Calculemos ahora el seno y eoseno de la mitad de un arco, cuando se conozca
el coseno de éste,

Partiendo de las formulas

sen? a -+ cosFa=1 '

: a
i o ) cambiando a en —, resulta
c0s.%q — sen.c@—=—cos. 2a | ; 2

g @ L, a
sen. ® — - cosF — =1 .
2 2 combinando por suma y resta se
, g tienen respectivamente los valores
€os 2 — —Ben.®— = cos. a
2 2
f AL { / N I |- cos. a
2084 — =1 cos.a | c0§. 2 ——=—--———
2 2 2
siguientes 1 , de donde ¢
= / de / o I — COS.a
2 senF— =1 —cos. a sen.  —— —————
\ 2 \ 2 2
extrayendo la rafz cuadrada resulta
a \V 1 + cos. a a V1 —cos.a

cos. — =+ L sen. — =+
EX = ¥ 2




30. Para hallar estos valores en funcion del
sen.?a - cos.fa — 1 |
2 Sen. @ Cos. & — Sen. 2 a }

g’ & i a ‘

scn, = ‘T o COS., = —:- = I
=5 % combinadas estas
a a

2 sén. —- CO8. — — sen. a
3. e d

teniendo en cuenta que la suma de los primeros m

de la suma de dos cantidades, y que la combinacién por resta nos di el cuadrado de la

diferencia, se tiene:

i a
(sen. = -+ cos.

)2: I +sen.n

i~ l*-"‘?.e

b

: a )3
(scn. — — Cos. —1—sen. a
2

'I a a
sen. — -+ cos. —

I

+\ 1 -}Lsen.a
cuadrada

=+V I —sena

lql"::. 5}

(44
Sen.————'E05;
2

: a
cambiando a en = resulta

seno, partitemos de las férmulas

dos igualdades por suma y resta, y y
iembros es el desarrollo del cuadrado

(

¢ extrayendo la raiz .

/ volviendo 4 combinar por suma y
E resta, resultan los valores:




S

@ ;
2sen, — =+ VI tsen.e+\ 1 —sena (
= » dividiendo por 2, se tiene por ultimo:
a 25
2 cos. ——:_\ I+ sen.aF \/1I— sen. a

/ '|
VrI--sen.a \/ 1-—sen.a

a
sen, —=— 4 -+
2 2 2
; . que son los valores que pediamos.
a ViI-+sewa  Vi1—sena
C0S. ——— i
TR 2 2

e |

LECCION 6.»

Determinacidon de Ia tangente de. la suma de glos arcos: y del doble de un arceo

sen. (@ &) sen. a cos. & - sen, & cos. a
cos. (a-6) cos. @ Cos, —sen. @ sen, &

31. Sabemos que tag. (@ 6) =

= div 1dlendo todos los términos de este quebrado por cos. a cos. &, con lo cual no se

altera, se tiene =




L T e

sen, @ cos, & , sen. & cos.a sen. @  sen.d
- o Wy
cos. @ cos. b ' cos. a cos. b cos. @ ' cos. b tag, @ - tag. &
cos. @ cos. & sen. a sen. d sen. @, sen. 67 1 —tag. a X tag. ¢
. COS. @ COos. & COs, @ Ccos. & cos. @ *° cos.b

Lo que nos dice gne la tangente de la suma de dos arcos, es igual @ la suma de las
tangentes de éstos, dividida por el exceso entre la unidad y el producto de las referidas
langenies,

2 tag, a

Si en la formula hallada, hacemos 4 = @ resulta tag. 2 ¢ = T
Ltapia

LECCION 7.»

Preparacién de formulas para el edleulo logaritmico,
32, Para que una formula sea calculable por logaritmos, es necesario que afecte
la forma de producto, cociente, potencia ¢ raiz; puesto que el logaritmo de una suma
6 diferencia es desconocido: luego, si conseguimos transformar la suma o diferencia en



, S—

—a

— 31—

producto ¢ cociente, habremos resuelto el problema. En efecto; tomemos las férmulas

sen. (@ - 6) = sen. a cos. & | sen. b cos. a |
sen. (@ — &) = sen. a cos. b — sen. & cos. a |

_ Combinando por suma y resta las dos
cos. (@ -+ &) = cos. a cos. & — sen. a sen. & j

cos. (@ — 0) = cos. a cos. & - sen. a sen. H
primeras, y haciendo igual operacién con las dos dltimas, resultan

sen. (@ -+ &) 4 sen. ja — &) sen. @ cos. b |
sen. (@ + &) — sen. (a — b)

cos. (@ - &) -+ cos. fa— &)

I

(8

sen, & cos, a # = o
Si para mayor facilidad
2 COS. @ COS. O 4

cos. (@ — ) — cos. (@ -+ b) = 2 sen. a sen, b

\a+b=p] , \2a=p g
hacemos e 2 { sumando y restando estas dos igualdades 4 qi
la— b=y 3 - 2b=p—gq

i R

@ = = - ,?,l
de donde ) ; ' llevando estos valores 4 las igualdades anteriores se tiene
{ b—=———ip - gl




—8a.

1 I
sen. g - seni. ¢ — 2 sen, . (P ¢) cos. = (p — q) |
1 i X
Sen. p — sen. g =2 sen, 2 (f— g)cos. SR + ¢)
h i » Traducidas nos dicen:
COS. #' - COS. 7 = 2 €0S, = (f - q) cos. ===
Tl 1o
€OS. p— C0s. ¢ = 2 sen. — (p + ¢ sen. =g =29

/

1.2 La suma de los senos de dos arcos, es igual al doble del seno de la Semisuma
por el coseno de la semidiferencia.

22 La diferencia de los senos de dos arcos, es wual al doble del seno de la semni-
difevencia, por el coseno de la semisuma,

32 La swma de los cosenos de dos arcos, es tgual al doble del coseno de la semi-
suma, por el coseno de la semidiferencia; y

4.2 La diferencia de los cosenes de dos arcos, es igual al doble del seno de la semi
suma, por el seno de la semidiferencia. .

Vemos, pues, que estas reglas nos sirven para transformar las sumas 6 diferencias,
en producto y por lo tanto calculables por logaritmos.

33. Dividiendo la 1.# por la 2.2, se tiene




— 88—
sen. Yfg (£} ¢) cos. Yo lp—q)
sen. p—sen. g sen. ];_, (p—gq) cos. 1 a(2+49)
sen. X/, (1 g/ cos. Y, (p— ], 1
= = — tag. */ ffl—i—r + cot. 1*)1/)’—(;)_
cos. Yy (P ) " Sen. Yy (p— z £

. : ag%@+w
" — tao. « WU T ' e 18 |r
tag. /g (P 4/ tag. Jf f-f’—t’?/l tilg, l/_ (2- —5{_,'

()

sen. - sen. g

b

Lo que nos diee, que la suma

mwgmzc r{s- la .\‘c-‘ymiﬁzwnm de Xo.s SIS,

v Dividiendo la 1.2 por la 3.2 resulta
sen. p-sen. g2 sen. Yy (p40) cos. Yy (p—a)_sen Yy 0D o0 1 5t )
cos. p-cos. g 2 cos. Y, (p-+g) cos. My (p—q) cos. Ys (014 I2 (P14,

Lo que nos dice, que la suma de los senos de dos arcos dividida por la de cosenos, es igual

& la tangente de la semisuma de los wismos.
Dividiendo la 1.2 por la 4.2 se tiene

2 sen. —(p—f—]) —(p—q) CUS-;—(P—Y)

sen. p - sen. g ¥
€08, p — cos. g

N]-« ml.-.

zsen.-;—(p—]—q)se (p—2q) seu.%(iﬂ—q]
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iy : 5o
= cot. — (p—q). Lo que nos dice, que la suma de los senos de deos arcos, dividida por

la diferencia de cosenos, es igual d la cotangente de la sem: 'iferencia.
Dividiendo la 2.® por la 3.2 se tiene

T s 2 sen. 11 (f#— g) cos. % (21 ¢g) :
iyt -_-g/; = - = fag (2—4q). Lo que se
COS, p -|- Ccos. g F N I =D

2.€os. — (P4 ¢) cos.—(p—q)

nos dice, que la diferencia de los senos dividida por la suma de cosenos, es iewal & la
langente de la semidiferencia.

Dividiendo la 2.2 por la 4.2 se tiene

N

sen. —l— (#—g) cos. % (2+¢a) cos. % (74 q)

(2—¢q) sen.—(p+7q)

sen. p—sen. ¢

cos. #— cos. g 1 , I
7 4 sen. — (p+ ¢)+ sen.

b

5

2

= ‘cot; = (2 + q) Lo que nos dice que la diferencia de los senos, dividida por la de

cosenos, es igual & la colangente de la semisuma.




— 85—
Dividiendo la 3.2 por la 4.2 se tiene

I I
COoS. p - cos. g STy Lpspa) e, 3 (2 —1) )

COS. p— €05, ¢

w

Lo I
sen.Trl/w-J--:]J sen.—z—{p- - 7)

Tk g O I :
= cot. — (p+4-¢) X cot. — (p—q). Lo que nos dice, que la suma de los cosenos,

dividida por la diferencia, es igual & la cotangente de la semisuma, por la cotangenie
de la senudiferencia.
Todos los resultados obtenidos vemos que son calculables por logaritmos.

SECCION 8.@

Tablas de logaritmos.—Teoremas

34. Con objeto de aplicar 4 la resolucidn de tridangulos, las teorfas que estudia la
Trigonometria, ha sido preciso construir tablas logaritmo-trigonométricas, donde se
encuentran sustituidas las funciones circulares por magnitudes rectilineas, llamadas
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=71 i
:ogaritmos de las lineas trigonométricas correspondientes; cuyo uso y determinacion,
studiaremos mds adelante, concretindonos ahera 4 estudiar las bases principales sobre
que estd fundada la construccién de las referidas tablas.
1.9 Zodo arco positivo y menor que un cuadrante, ¢s MAYOr QUE Sit SN0V MEROY
que su tangente.
En efecto; consideremos (figura 10) el arco X mz; trazando el seno y la tangente 4
Y. la vez que la cuerda, se verifica, en el tridngulo rec-
m’ tangulom p X, m p < m X < arco. m X 6 bien
sen. @ < arco. @ que evidencia 1:1 primera parte de
la proposicion.

m

Ahora bien, el drea del sector circular X m 0 X,

X' i X es menor evidentemente que la del tridngulo X o '
3 ? y como el drea del primero es la mitad del arco por
el radio 6 reciprocamente, y la del segundo es la mi-
tad de su base por la altura, podremos escribir lla-
mando R al radio ¢ X, i, R.omX < o R.2'X y su-
V' 2 2
(Figura 10) primiendo el factor comuin resultard m X < ' X, 6

bien arco. @ <Z tag. a que es lo que tratdébamos de demostrar.
2.2 Hemos demostrado que sen. @ <~ arco. @ < tag. a dividiendo por sen. a, resul-




Legg

) arco. a
ara T < ————c

¥ esta desigualdad nos manifiesta que la relacién entre el arco
sen.a co

Al -

wn

arco. @ _

por lo tanto, siendo ——— >
cos. a sen. a

y su seno estda comprendida entre la unidad y

- si en esta fraccion el numerador disminuye, tenderd hacia la unidad, y 4 medida que
esto se verifica se aproximara mas al denominador, es decir, que cuanto mds pequeiio
sea el arco, tanto mds se aproximara al valor del seno, y por consiguiente, cuando el
arco sea muy pequefo, no habra inconveniente en tomar por valor del arco el de su
seno, y reciprocamente, pues podremos despreciar sin gran error, la diferencia entre el
1.0y el 2.0

3,9 Trataremos ahora de investigar la diferencia entre el arco y su seno,

s a arco. a
Hemos demostrado que tag. @ = arco @ y dividiendo por 2 tag. — > ———
3 § oy TR 2

@
sen. ——

s 2 . arco.g s a ; @._ arco.a a

O bien ¥ multiplicando por cos, —— se tiene sen. —> cos, —

a 2 2 2 2 2

€os. — i
=

=

a @ arco. a y &
resulta 2 sen, —= CO8, — > 2 ~——— €05.¥ — peto
2 2 2

y multiplicando por 2 cos.

Mla

el primer miembro de-esta desigualdad es el valor de sen. @ deducido de la férmula
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2 . @ . ;
sen. 2 @ = 2 sen. & cos. a después de hacer @ = — luego sustituyendo este valor

en el primer miembro y efectuando la reduccién en el segundo resulta

il ' L e .
sen. @ > arco a cos.? —=arco 4 (1 —sen. ¥ ?) — arco @ — arco a sen.> e

en este tltimo miembro, sustituimos el seno por el arco aumentara el sustraendo y

disminuird por lo tanto el resto, luego con mucha mads razén se verificard la desigualdad
(arco a)® , (arco a)?

A R 8 bien ————2-'"= arco @ sen. @ y por lo tanto

Sen. @ > arco @ —

arco a)*

arco a — sen. ¢ < ( Lo que nos dice, que la diferencia entre el arco y su seno,

es menoy que la cuarta parte del cubo del arco.

El arco menor de las tablas es el de 17 (refiriéndonos 4 las de Vazquez Queipo),
y si quisiéramos calcular su seno aproximadamente, procederfamos en la siguiente for-
ma, segin lo demostrado anteriormente.

Como el arco de 1° estd comprendido en el de m = 180° 10.800 veces, su valor
T 3,1415926......:

serd 1" = — = -
10.800 10.800

= 0,000200888208....... luego el error que se co-

; ) ] arco 17) 0,000:3)% -,
metera tomando esta cantidad por sen, 1’ serd menor que( — — (©, 3) ==

4




=80
= 0,000000000007, luego podremos tomar las doce primeras cifras y se tendrd
sen I' = 0,000200888208.

El coseno de 1" lo calcularemos por la férmula cos 1' =1/ 1 —sen.2 I’ que des-
pués de sustituir y hacer operaciones se tiene cos. 1’ = 0,9999999576 y por medio de
las formulas

Sen. 2 @ = 2 sen. ¢ cos. @ sen. 3@ = 3 sen.a — 4 sen.? a
cos. 2 @ — cos.2a — sen.2a cos.3a= 4 cos.Ba — 3 cos. a

e . - ¥ . ]
calculariamos los senos v cosenos correspondientes 4 2' v 3' haciendo én ellas a —2
3 P Y

a = 3" y asi sucesivamente de 1’ en 1’ los calculariamos todos hasta 459. La tangente
) - : sen, I’ . DA

de 1’ la calcularfamos por la férmula tag. 1'= —— ylatag. 2’ = = etc,,
cos, I T I tag. =1

lo mismo para calcular las cotangentes.
36. El procedimiento seguido para calcular los senos y cosenos, es muy penoso
6 al menos poco expedito, por la serie de operaciones que es necesario efectuar, opera-
ciones siempre complicadas, y vamos 4 servirnos de otro procedimiento.
Consideremos las formulas
sen. (@ &)+ sen.(@ — &) = 2 sen. @ cos. & | como estas expresiones son identi-
cos. (a-F &) - cos. (@ — &) = 2 cos. acos. b | dades, quedardn siempre satisfechas,

cualquiera que sea el valor que se les dé 4 las letras, de modo que podremos hacer
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[sen. (A &+ &)+ sen. (héb—b)=2sen. hbcos. b
{cos. (£ &-b) - cos. (Ab—2&)= 2 cos. hbcos. &
fsen. (£~ 1)bsen (k—1)b=2sen. &b cos. b

{cos. (24 1)6 - cos. (h—1)b=2 cos. /i b cos. &

sacando los valores de sen. (£ -+ 1)é y cos. (k-4 1)é

(sen. (4 1 )ﬁ-‘-—‘:Z"-“Cn hbcos.b—sen (h—1)b

[cos. (& + 1) 2 €oS. /e b cos. b —cos. (h—1)b

y si en estas formulas damov- a b valores de 1" en 1’ y 4 m los correspondientes com-

J

a = k& y sustituyendo se tiene

"

& bien

se tiene|

prendidos en el nimero de minutos que tienen 450, hallaremos los senos y cosenos de
todos los angulos desde oo 4 450.

Asf:  sen.2'—2zsen 1'cos’'1’ : .
i ) .| obtenidos los senos y cosenos de
Sen. '3 = 2sen. 2 cos. I — sen. 1 - / <3
‘ ) : .0 a 459 estan calculados también los
S5€n. 4 = 285€n. 3 cos. I —sen. 2 ) e ]
comprendidos entre 45° y g0° pues :
"} para hallar los cosenos de éstos bas-
P e e WD tara tomar los complementos de los
cos. 3’ = 2 cos, 2 cos. 1' — cos. 1'|S€nos, y reciprocamente, por lo de-
mostrado en el nimero 20.

El segundo procedimiento para obtener los senos y coseros, se atribuye al sabio
matematico Simpson.



ALy I

LECCION 9.

— Disposicicn y uso de las tablas de logaritmos

37. Una tabla de logaritmos trigonométrica, es una sucesion de cuadros donde se
encuentran los logaritmos de los senos, cosenos, tangentes y cotangentes de los angulos
desde cero 6 un minuto hasta go®, creciendo de 1’ en 1'6 de 10" en 10", pudiendo, sin

- embargo, hallar en estas tablas, los logaritmos correspondientes 4 angulos mayores que
este limite, pues las lineas trigonométricas de un dngulo, por grande que éste sea,
pueden reducirse 4 otras comprendidas en el 1.5 cuadrante.

38. Las tablas & que hemos de referirnos, son las de Vazquez Queipo, en la que
difieren los angulos de 1" en 1’ y como en ellas se supone el radio igual 4 la unidad, los
logaritmos, de los senos y cosenos seran negativos, pues, segin se demuestra en Algebra,
los tnicos logaritmos negatives, son los procedentes de nitmeras menores que la unidad;
idéntica propiedad se observa con las fangentes de los arcos menores qiie 45° y con
las cotangentes de los mayores que este limite y menores que goo.

En la parte superior de cada plana lo mismo que en la inferior, llevan escrito el
valor gradual del angulo cuyo logaritmo se quiere obtener; 4 la derecha de cada columna
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cuya inicial es seno 6 coseno, hay otra con la inicial 1 donde estdn las diferencias tabu-
lares, 6 comunes 4 cada cinco logaritmos, y entre las columnas de tangentes y cotan®
gentes estd la de diferencias tabulares de estas lineas, no habiendo mas que una columna
de diferencias comunes pata estas lineas porque las diferencias de los logaritmos de dos
tangentes, es igual 4 la de los logaritmos de las cotangentes de los mismos angulos:
En efecto: sabemos que

tag. a X cot. a =
tag. & > cot. &=

resulta log. tag. @ - log. cot. @ — log. tag. & + log. cot. & pasando al primer miembro

o

I : ] .
de donde tag. a % cot. a — tag. & ¥ cot. & tomando logaritmos
¥ | =4 N S . &

log. tag. 4, y al segundo log. cot. @ se tiene
log. tag. @ — log. tag. & = log. cot. & — log cot. a, que es lo que se queria demostrar.
39. Uso de las tablas.—Dos son los problemas que resuelven:
1.0 Dado el nimero de grados, minutos y segundos, determinar el logaritmo;
y 2.9 Dado el logaritmo, hallar el dngulo correspondiente 6 antilogaritmo.
Problema directo—En este caso, pueden ocurrir otros dos; segin que el dangulo
dado tenga su logaritmo exactamente contenido en las tablas, 6 que no lo este,
Se reconoce que un dngulo tiene su logaritmo exactamente en las tablas, cuando
no contiene segundos.
Supongamos que s¢ trata de hallar el log. sen. 25¢ y 18’.
En este caso bastard buscar la plana cuya graduacién superior es 25° y ba-




—=dg
jando por la primera columna de la izquierda hasta encontrar 18’ y corriendo la
vista d la derecha en la columna seno y 4 la misma altura de 18’ se encontrard para
log. sen. 25018 == 1,630792.

Lo mismo procederiamos si fuera el logaritmo coseno, tangente © cotangente.

B Si el logaritmo que se quiere obtener corresponde 4 un angulo mayor de 459 en-
trarfamos en la tabla por la parte inferior y porla columna 1’ de la derecha tomariamos
el complemento, es decir si se busea el seno, se tomaria (‘.l coseno y reciprocamente.
Lo mismo para las tangentes y las cotangentes.

~ Si el dngulo contiene segundos y decenas de segundos tal como ldg. sen.
(359427167'2) se buscard el logaritmo correspondiente & los grades y minutos, que
segin la regla anterior es ],?6607}, redizcanse los segundos y decenas de segundo a
fraccion decimal que es 16,2 multipliquese este nimero por 2,93 cliﬁ-:t'r:ncia tabu!'-u' y

e agregando el producto al logaritmo hallado se tendria por tltimolog. sen. (350 42' 16"2)—
= 1,766119. Observemos, que el incremento que ha sufrido el log. sen. (35942’) es el

correspondiente a 16" y 2 décimas de segundo.

Lo mismo procederiamos si tuviéramos que hallar log. tag. solo hay que tener en
cuenta, que cuando se pide el log. cos. 6 el log. cot., en vez de aumentar el logaritmo
proximo menor en el producto de la diferencia tubular por los segundos, hay que restar
este producto, pues los cosenos y cotangentes, van disminuyendo, 4 medida que el
angulo es mayor,
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’ara hallar los productos con mads rapidez, puede hacerse uso de las tablillas de
partes proporecionales, colocadas al margen de las planas, cuyo uso se funda en la regla
que establece el Sr. Vazquez Queipo en el nimero 63 de la pdgina 42.
Si el dngulo es menor que 49 6 mayor que 869 para hallar el logaritmo, se em-
pleara el procedimiento que explica el mismo autor en'la pagina 44 de las tablas. -
40. Problema inverso.—Pueden ocurrir 4 su vez otros dos casos; que el logaritmo
dado tenga el angulo correspondiente exactamente contenido en las tablas, 6 que nolo esté,
En el primer caso se correrd la vista por la columna correspondiente hasta en-
contrar el logaritmo dado, tomando para valor del dngulo los minutos de la izquierda y

’
los grados de la parte superior, si se entra en la tabla por esta parte, y en caso con- d
trario los minutos de la derecha y los grados de la parte inferior.
Debe tenerse en cuenta, que los logaritmos de los senos y tangentes van aumen-
tando, y los cosenos y cotangentes, disminuyendo. -

Cuando el logaritmo dado no tiene el dngulo exactamente en las tablas, se hallard
el que mas se le aproxime por defecto, y se tomardn los grados y minutos de éste; se
resta el logaritmo préximo menor del dado y la diferencia se divide por la diferencia
tabular, resultando en el cociente los segundos y décimas de segundo correspondientes
al dngulo total que se busca. Si el logaritmo dado, corresponde 4 un dngulo menor que
4% 6 mayor que 86 se procederd como manifiesta el autor de la tabla.

Nada mejor que poner muchos ejemplos hasta adquirir la necesaria practica.
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LECCION 10

Relnciones entre los elementos de un tridngulo recisngulo

41. En todoe triangulo rectangulo se verifica.
1.9 Un cateto es igual 4 la hipotenusa por el seno del ingulo opuesto.
2.0 Un cateto es igual 4 la hipotenusa por el coseno del dngulo adyacente y
3.9 Un cateto, es igual al otro cateto por la tangente del angulo opuesto al
primero 0 por la cotangente del adyacente.
En efecto; sea el tridngulo rectdngulo A B C(figu-
ra 11),
Si con el centro en B y un radio igual & la uni-
dad, describimos un arco HH’; trazando el seno H p
A de este arco se forma el tridngulo H B p semejante
(p H' al A B C, por ser los lados H p v C A perpendiculares
(Figura 1) da la recta A B, luego dng.9 1 = dng.0 1’ que nos da la
e BUEE BC I a
proporcion — 0 bien ——= = — de donde & = a sen. B que nos demuestra
I-I;:I CA sen. B &

la primera propesicién.
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: - i 2 M ot BH: BC
La semejanza de los mismos tridngulos nos da la proporeién siguiente BP —BA
i | a .
0 bien AR e de donde ¢ = @ cos. B, que demuestra la 2.2 propiedad; lo que
€os, €

no podia menos de suceder, pues teniendo en cuenta que en un tridngulo rectangulo los
angulos agudos son complementarios, si en la férmula anterior 4 — @ sen B sustituimos
el sen. B por el cos. C, resulta 4= a cos. C.

Si trazamos la tangente del arco H H', se forma el tridngulo R B H', semejante al
ABC por serel lado RH" paralelo” al A C, cuya sémejanza nos da la proporcién

R H’ CA tag. B b

—_—— — —_ ¢ bien —=— — —, de donde & = ¢ tag. B, que nps demuestra la ter-
BE _ BA l SEnd

cera propiedad. Este resultado pudiéramos obtenerlo en otra forma. En efecto, hemos

{S—=aisen. B = ' AT : b sen. B
demostrado ‘dl'\-‘]d]etltlo miembro 4 miembro se tiene — = ———— —
t o=@ cos. B\ . ¢ cos. I}

= tag. B, de donde é = ¢ tag. B, que es lo que tratabamos de demostrar,

Teniendo en cuenta, que la tangente de un dngulo es igual 4 la cotangente del
complementario, y que en un tridngulo rectdngulo los dngulos agudos® son comple-
mentarios, se tiene tag. B = cot. C sustituyendo en la formula anterior resulta § =
= ¢ cot. C, que nos demuestra la tltima parte de estas propiedades.
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42. Funddndose en lo demostrado anteriormente podemos evidenciar el teorema

de Pitdgoras.
b — a sen. iBJZJ:":(IzSEﬂ.EBF y Syt
{ sumando miembro a miembro, y sa-

En efecto: b : G
c—a cos. B|c?=a%cos.?B

cando factor comin en el 2.2 ¢* se tiene 42 - ¢* = @* (sen.? B +- cos.? B) = 4* es decir
que el cuadrado del nimero que mide la hipotenusa, es igual & la suma de los cuadrados
que expresan las longitudes de los caletos.

43. Sabemos que @ = 4 + ¢ de donde

N — \."&j ._i_. ;_"2
2 = a% — (2 2= a?— 4% o0 bien{b=1\a?—

— \,"'I ;?_5_.__79

que pueden traducirse también en reglas prdcticas. En las aplicaciones rara vez se
emplean las dltimas férmulas por no ser calculables por logaritmos y para aplicarlos
serfa necesario prepararlas antes; por estas razones, las férmulas que mds se emplean
son las del nimero 41.

44. Para la determinacién de los dngulos observaremos, que tratindose de tridn-
gulos rectangulos, el dngulo en A siempre es conocido; y los B y C tienen por valores
respectivos B — 00° — C y GC== oo — B.
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Reasumiendo esta leccidn estableceremos las siguientes formulas que dan los

45.

los elementos de un tridngulo rectangulo.

b= a.sen. B. ¢— a. sen. C.

b = a. cos. C. ) ¢ = a. cos. B. Al— ga°
b—rc tag. B. pec=10. tag o B = go°o — C.
&= ¢. cot. C. \

&

_Va? — %,

LECCION 11

Casos de resolncidn de triangulos rectangulos

46. Las combinaciones de los clementos de un triangulo rectdngulo, dan los si-
guientes casos de resolucion;

1.0 Dada la hipotenusa 2 y un dngulo agudo B. Las incognitas en este caso serian.,




: ! =
el dngule C, y los catetos & y ¢. Para hacerlas explicitas, empezaremos por hallar el
valor del dngulo C por la férmula C = go°® — B.

El cateto & quedard determinado por la férmula 4 — 2 sen. B en la cual tomando
logaritmos se tiene, log. 4 = log. @ - log. sen. B, y una vez verificadas las operaciones
que se indican en el segundo miembro y hallado el antilogaritmo del resultado en la
tabla de los nimeros tendremos el valor de 4.

El cateto ¢ en funcién de los elementos conocidos lo hallaremos por la férmula
¢==a cos. B, 6 una vez hallado el valor de C, pudiéramos emplear la ¢ = a sen. C,
tomando logaritmos en la anterior se tiene log. ¢ — log. @ + log. cos. B, y como
antes, efectnando las operaciones indicadas y hallado el antilogaritmo se tiene el
valor de ¢

47. 2.° caso.—Dada la hipotenusa @ y un cateto 4. En este caso las incdgnitas
serdn los angulos agudos B y C, y el otro cateto c.

o
Para hallar B, partiremos de la férmula 4 = & sen. B, de donde sen, B = — to-
a

mando logaritmo log. sen. B = log. 4 — log. @, efectuada esta operacién y hallado el
antilogaritmo en las tablas trigonométricas, tendremos el valor de B.
Para hallar C en funcién de los datos, tendremos & = « cos. C, de donde cos, C =

b ;
s tomando logaritmos log, cos. C = log. 4 — log. a.
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Puesto que ya hemos calculado el valor de B hallarfamos mds rdpidamente el valor
de C por la furmula C = goo — B.

El cateto ¢, pudieramos hallarlo por la férmula ¢ = \/a® — 22, pero teniendo en
cuenta la observacién del niim. 43, no conviene emplearla, y puesto que ya conocemos
B 6 C podremos emplear la ¢ = @ sen. C 6 ¢ = a cos. B, y mds conveniente atinc¢= @
tag. C en la que tomando logaritmos se tiene log, ¢= log. & -+ log. tag. C.

48. 3¢ Caso.—Dados el cateto 4, y el dngulo agudo B. Las incégnitas serdn la
hipotenusa &, el cateto ¢ y el dngulo en C.

El angulo en C se determinard por la férmula C = goo — B,

o
sen. B
tomando logaritmos se tiene log. @ = log. & — log. sen. B efectuada la operacién y
hallado el antilogaritmo se halla el valor de a.

El cateto ¢ se determinara por la férmula ¢= a cos. B. Log. e=1log. a -} log. cos. B.

49. 4.° Caso.—Dados los dos catetos 4 y ¢.

Las incégnitas serdn BC y a.

La hipotenusa se hallard partiendo de la férmula 4 — 4 sen. B de donde ¢ —

El dngulo B, se hallard por la férmiila 4 = ¢ tag, B de donde tag. B— 2 tomando
¢

logaritmos log. tag. B = log. & — log. c.
El otro dngulo podriamos hallarlo en funcién de los datos conocidos partiendo de
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N : . ¢
la fémula ¢ = ¢ tag. C de donde tag. C = 3 toda vez que ya conocemos B, se
hallara C por la C = 'go° — C.
Para hallar la hipotenusa en funcién de los datos, podremos establecer @ =
=\/6%+ 2, pero serd mds conveniente emplear la & = a sen. B, de donde &= oy
sen.,

log. @ = log. 4 — log. sen. B.
Claro és que en la practica bastard sustituir en las férmulas respectivas los valores
nUMmericos.

LECCION 12

Relacién entre los elementos de un tridngalo oblicudungulo

s0. Teorema.—FEn todo tridngulo, se verifica que los lados son proporcionales &
los senos de los dneulos oduestos. :

Biblioteca de Galicia



Biblioteca de Galicia

T

Supongamos un tridngulo A B C, (figura 12) y trazando la altura, queda el tridn-

gulo dividideo en dos parciales B C H v A C H rectdngulos en H, en los cuales segiin lo

demostrado se verifica | © 11 = @ sen. B) de donde @ sen. B = é sen. A y como si el

(CH=ésen. A producto de dos niimeros es igual al de otros

C dos, con estos cuatro ntumeros se puede

e a sen. A

formar proporcidn, tendremos — — ———

0/ sen. B

seguin se querfa demostrar. Lo mismo pro-

cederfamos para otra combinacién cual-
quiera

Teorema 2°—Fn fodo tridngulo se

A ¢ H B vertfica, que la suma de dos de sus lados, es

(Figura z) d su diferencia, como la tangente de la se-

misuma de los dngulos opuestos & estos lades, es & la langente de la semidiferencia de

los mismos.

s ! 7 sen. A
=1 efecto. Flemos demostrado — = —— pero en toda pro ony la suma
En efecto. Hemos d trad P ~en | P toda proporcién, la suma de

antecedente y consecuente de la 1.2 razén, es 4 su diferencia, como suma de antecedente
y consecuente de la 2.2 es 4 su diferencia; luego podremos escribir




=B

53
tag. — (A -+ B
a-+& sen. A} sen. B 8. (A1 ) 8 L =
= = seglin se queria demostrar.
a—b sen. A —sen. B 1
t::lg. __’)_- (}k ==t B)

LY

Teorema 3.>—En todo tridngulo se verifica, que el cuadrado de un lado, es
igual, 4 la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble producto de es-
tos lados por el coseno del angulo opuesto al lado que se considera.

En efecto; pueden ocurrir dos casos; que el tridngulo sea oblicudngulo 6 que sea
obtusangulo.

Para el primer caso, supongamos un triangulo oblicudngulo (fig. 13) ABC y

c propongamonos calcular el cuadrado del

lado a.
Como en este caso el referido lado se
opone al dngulo agudo A, y sabemos por
Geometria que el cuadrado del lade opues-

A 5 g © d un angulo agudo es igual 4 la suma de
2 los cuadrados de los otros dos menos el do-
(Figurs Y ’
Blguea ble de uno de ellos por la proyeccién del

otro sobre el primero, podremos escribir €* =42 - ¢2—2 ¢ A D, pero teniendo en
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cuenta que A D = & cos. A, sustituyendo resultaa®=¢&% - ¢*-— 24 ccos. A que es

lo que se queria demostrar.
Lo mismo lo demostrarfamos si el tridngulo fuera obtusdngulo. En efecto: sea
(fig. 14) el A B C.
En este caso, el lado a, se
opone al angulo obtuso A, luego

C

| 2
| por (yeometria lCl'l(ll‘el'ﬂﬂS: @ Shees
’i =4*+¢21L 2¢A D, ycomo
i . AD=4 cos.1——§.cos; I'—=
b B : ;
D A P — — 4. cos. A (pues el dngulo
(Figuia: z4) # 1 y el 1' son suplementarios)
aluego sustituyendo se tendrd como antes @ * =052 - ¢2 — 2 hccos. A.

Cualquiera otro lado que hubieramos elegido nos darfa idéntico resultado; luego
éste teorema da las tres ecuaciones siguientes:
@t = b - 2—206¢cos. A
P=a2t+ E—2accos. B
A=a?t P —2abcs C)

]

Estas tres formulas llamadas fundamentales, nos
resuelven el problema de la Trigonometria,
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LECOION 13

Resolneion de tridugnlos oblicudingnlos

51. Estudiaremos los casos de mds frecuente aplicacién.
1.°* caso.—Dados un lado & y los dngulos adyacentes B y C, resolver el tridngulo.

Las incognitas serdn el dngulo A y los lados a y ¢.

El angulo A, se hallard por la formula A + B - C = 1800 de donde A — 1800 —
— (B 4 C). Luego restando de 180° la suma de los dngulos conocidos, se tiene el
valor de A.
: ; " sen. A
El lado a, se determina partiendo de la proporcidn — = ——__ de donde @ —
b sen. B
O sen. A ; i ;
= tomando logaritmos se tiene log. @ = (log. & - log. sen. A ) — log. sen. B.

efectuadas estas operaciones y hallado el antilogaritmo, se tiene el valor de a.
4 sen. B & sen. C

5 | /
El valor de ¢, lo hallaremos por la férmula — — ~ =
€ sen. C sen. B.

og. c=

= (log. & + log. sen. C) — log. sen. B.
52.—2.° Caso.-—Dados dos lados b y ¢ y el dngulo comprendido A.
Las incognitas serdn los otros dos dngulos B y C, y el lado a.




= 5g
Empezaremos por calcular la semisuma de los dngulos B y C, para lo cual partiremos
de la formula A 4- B 4 C=180° de donde B 4 C = 180" — A y dividiendo por 2,
B4+ C
-

y A \
tenemos = 90° — —, luego restando de go°, la mitad del valor dado para A,

se tiene la semisuma de los otros dos dngulos; como no podia menos de suceder.
Determinemos ahora la semidiferencia de B y C, en la siguiente forma:
b4-¢  tag. §(B-L Q)
6—c tag. 1 (B—C)
(6— c) tag. § (B - C)
(6-c)

Hemos demostrado

de donde tag. § (B — C =

tomando logaritmos resulta log. tag. 4 (B — C) =

=|log. (6 —¢) - log. tag. § (B + C) | — log. (& 4+ ¢); haciendo las operaciones indi-
: B—C

gadas, y determinado el antilogaritmo se tiene el valor de
Conocidas ya la semisuma y la semidiferencia, se hallaran cada uno de los angu-
los aplicando el principio de que la semisuma sumentada en la semidiferencia es igual
a la mayor; y que la semisuma disminuida en la semidiferencia es igual 4 la menor de
B4 C  B—C B+C-+B—-C 2B BC
—_— e = ——] — I% y _—
) 2 2 2

3

las cantidades; pues

B—C

-1

BLCB L€ 2¢

—=C.

2 2 2
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El lado a se hallara por la férmula 1aigts M, de donde & = Mtoman-
b sen. B sen.

do logaritmos resulta log. @ = (log. 4. -} log. sen. A} — log. sen. B.
53. 3.°* caso.—Dados los tres lados &, &, ¢, hallar los dngulos.
Si en las férmulas fundamentales

a?2=p%24 c®— 2ccos. A zéccos,A=!r""-{—c=='——a'-‘*{
b2=a?}-c® —2accos. B ) 6bien )ZaeTCOS.B=a2-|— ¢ —4? ) despejando
;‘d-_—aﬂ_|_(}3—2a(§cos‘Cj (2abcos..C=a?+| b2—c?]
. g edl e : 7 A S g
los cosenos se tiene cos. A — ———— cos.H:—{—-———- cosl C—
2b¢ 2ac

ae_t,;,z_{.z
o 2ab

El inconveniente que presentan estas férmulas de no ser calculables por logaritmos,

férmulas que pueden traducirse en regla practica.

hace que tengamos que valernos de otras mds expeditas.

A /1 4 cos. A

En efecto; sabemos que cos. =

6 bien coszi\ Eliaalibe, 2
ey _

> 2

o ; g A ' :
multiplicando por 2, se tiene 2 cos.* — =1 - cos. A, y sustituyendo el valor de

cos. A, deducido de la primera de las fundamentales resulta
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A e S _2be P2 —a" (b} —at
R e == — —
ciie T 2b¢ 26¢ P 2b¢
:{é—rc—f— ]({}—l—t—a) 292(p—a) 4p(p—a)
2be 2b¢ Al 2b¢

se supone el perfmetro @ 44 + ¢ =2 p y restando de este valor 2 2 2 4 2 ¢ sucesiva-
mente, se tiene

/3 »—1— E—a=2p—
@ c—b=2p—
b+ae—c=2p—

Si dividimos el primero y dltimo miembro
de la igualdad obtenido anteriormente por 2, se

l\) I\} I-.‘r

2(p—a)
e(p_m‘
2(p—c)

tiene cos.? % =2LEa) (‘i, )de donde cos — — formula calculable por

%gmtmoq ¥ que puede traducirse en Iengu aje.

: /
Lo mismo calcularfamos el valor de los otros dngulos cos. % = ‘\/ 2(@—2)
a.c
COS ___.‘\/p (P_ ":)

54. En funcmn de los senos calcularemos los dngulos analogamente; partiendo

= B @ =l g
deiaformulazsen“—i}———l——coa A A gpic a e i %l

_‘i—"——

280 55 20e
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a—(b—c¢)f  (a+b—¢)(a—b+¢ zz_fp——r) 2(}?—-5):

= 2be T 2b¢ 2b¢
R (2 _j)z) ip =¥ y como anteriormente, dividiendo por 23 el 1.0 y tltimo miembro
se tiene sen2 — i @M de donde sen. A = v (2—0) (2—6) 1o mis-
2 be &c
mo hallarfamos sen. E = Im_—a“:?;__fil y sen. £= [(p—a)(p— &)
2 ac - ab

55. Conocidos el seno y coseno, se determinarfan los dngulos en funcién de la

sl N P=UTE=0

= j
talngenle por la férmula tag. — = = U :\/ (2—208) (2 —

2 COS.% V;:(p—a; 2(—a)

B
formulas andlogas hallariamos para tng. — y tag. —

Cuando tengamos que hallar solo un zmgulo‘ la formula que tiene mds ventaja
emplear es la del coseno, pero en caso de hallar los otros dos, nos conviene la de la
tangente, pues solo habrd que hallar cuatro logaritmos, y en el segundo caso, siete.

e NG D T
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ERRATAS

Dice Debe decir

o

Pigina 13 (Fig. 3.%)| a
«'cos‘p — C0s. ¢, = [cos.  — cos, g =

\
|
I I I . I E
?: 2 sen. —-;—-(:,‘5—'—-?)5@!1.*2—6{)—-?“) = — 2sen.T (p -+ g) sen, T{p—-q) \
ang.? 1 = ang.? 1 |
.

ang.®' 1 = ang® 1’
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